	[image: image14.jpg]



	Página 4 de 4

	
	OSCILACIÓN DE UNA CUERDA



Vamos a generalizar los resultados anteriores para investigar el movimiento de un sistema formado por muchas pequeñas masas unidas por resortes. Esta cadena de muchas cuentas es una versión simplificada de una cuerda de guitarra o violín, y por lo tanto, es de mucho interés para el estudio de la acústica y de la física de la música.
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Podemos imaginar a una cuerda flexible como una cadena de cuentas muy próximas entre sí unidas por cintas perfectamente elásticas que no presentan ninguna resistencia a la flexión. Esta cuerda flexible es el descendiente directo de la cadena de tuercas y bandas elásticas que estudiamos en las secciones anteriores.

Si partimos de un sistema  N  partículas de masa  m  unidas por cintas elásticas de longitud a, podemos pasar al límite continuo haciendo tender a infinito el número de masas, a cero el espaciamiento  a  entre las masas y manteniendo  L =(N+1)a  constante (L es la longitud del sistema). En este paso al límite, también disminuye la masa de cada partícula de modo que la masa total, M = Nm, permanezca también constante.

Es conveniente pensar este paso al límite continuo de manera un poco diferente. En lugar de hacer tender a cero el espaciamiento  a, manteniendo la alternancia entre las cintas sin masas y las masas, podemos distribuir uniformemente la masa a lo largo de las cintas. No hay más entonces masas localizadas y cintas sin masa sino una cuerda larga con una masa distribuida en toda su longitud. 

En la sección anterior hemos visto que la frecuencia de oscilación del n-ésimo modo de un sistema de  N  partículas viene dada por
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Figura 5.

 La gráfica en líneas llenas es la suma

 

 de los tres primeros términos de la serie 5.

 

 


en donde  
[image: image2.wmf]ma

/

T

0

=

w

.

Si  n  se mantiene acotado y  N  se hace muy grande, podemos poner
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Por consiguiente,
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pero (N+1)a = L es la longitud total de la cuerda y  m/a  es la masa por unidad de longitud (densidad lineal) que llamaremos  . Así pues, obtenemos finalmente para la frecuencia natural de la cuerda continua la siguiente expresión:
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En la práctica se utiliza la frecuencia  f (en Hz) en lugar de   (radián/s). Como la relación entre ambas frecuencias es   = 2f, tenemos que
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¿Cómo es el desplazamiento de las partículas en cada uno de los modos? En la sección anterior hemos visto que en un sistema de  N  partículas en el modo  n  el desplazamiento de la partícula  p  es
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En lugar de llamar a la partícula por su número  p, podemos especificar su distancia  x  desde el extremo fijo izquierdo de la cuerda. Esto es hacemos

x = pa

De modo que
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En lugar de  pn podemos escribir  n(x,t), con lo cual queremos significar el desplazamiento    en el instante  t  de la partícula situada en  x, cuando la cuerda está vibrando en el modo  n. Así pues,
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Cuando  N  se hace muy grande, los valores de  x, que sitúan a las partículas, están cada vez más cerca unos de otros y  x  puede considerarse como una variable continua que va de  0  a  L. 

A cada modo se le puede asignar una fase diferente n, de modo que la expresión general para los desplazamientos transversales se expresa de la forma:
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[image: image14.jpg]En la Fig. 2 se muestra una cuerda tensa, de longitud  L  que está fija en sus dos extremos. En la misma Fig. se muestran las formas vibracionales de los tres primeros modos de oscilación de la cuerda.

La frecuencia de oscilación del modo 1, viene dada por:


[image: image11.wmf]m

T

L

2

1

f

1

=

,               (4)

donde  L  es la longitud, T la tensión  y    la masa por unidad de longitud de la cuerda.

A la frecuencia del modo  1  se la llama frecuencia fundamental de la cuerda. Las frecuencias de los otros modos son múltiplos enteros de la frecuencia fundamental (ver ecuación 2) y se las llama armónicos superiores de  f1. La frecuencia el primer armónico (n=1) es idéntica a la frecuencia fundamental, la del segundo armónico es el doble de la frecuencia fundamental (la octava de  f1 en el lenguaje de la música), la del tercer armónico es 3 veces la frecuencia fundamental (la duodécima o la quinta arriba de la octava), etc. A los armónicos superiores se los llama también sobretonos. 

La ecuación (4) nos dice que la frecuencia fundamental de oscilación de una cuerda es proporcional a la raíz cuadrada de la tensión y que es inversamente proporcional a su longitud y a la raíz cuadrada de su masa por unidad de longitud. Esto explica algunos rasgos característicos de las cuerdas de piano: en la parte superior del teclado, las cuerdas correspondientes se hacen cada vez más cortas (se hace más alta la frecuencia fundamental  f1). Si se tiene que aumentar un poco la frecuencia de una cuerda se incrementa su tensión. En la región de frecuencia más baja para ahorrar espacio y maximizar la potencia de salida, en lugar de incrementar la longitud de una cuerda se incrementa su masa por unidad de longitud rodeándolo con un alambre adicional

La aparición, de una manera natural, de frecuencias que son múltiplos enteros de una frecuencia fundamental recibe el nombre de cuantificación y juega un papel fundamental en toda la física.

Si sacamos a la cuerda de su posición de equilibrio y la soltamos, ¿en cuál de sus modos posibles realmente oscilará? En la sección anterior hemos introducido la idea que de acuerdo a la forma que se excite un sistema se producirán movimientos más o menos complicados, en los que estarán involucrados un modo, algunos o todos los modos del sistema. Dicho de otra manera las amplitudes de oscilación de los modos que participan del movimiento dependerá de la naturaleza de la excitación inicial.

Cuando se aparta a la cuerda de su posición de equilibrio y luego se la deja libre, cualquier movimiento posible de éste es una combinación lineal de todos los modos normales de oscilación del sistema. La amplitud con la cual interviene cada modo en esta superposición depende de la manera en que se ha golpeado al sistema.
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Figura 5.

 La gráfica en líneas llenas es la suma

 

 de los tres primeros términos de la serie 5.

 

 

Qué es lo que determina que aparezcan algunos de éstos modos y con qué amplitud cada uno de ellos. Podemos explicar esto sobre la base de los siguientes ejemplos. Supongamos que le damos a la cuerda la forma inicial que se muestra en la Fig. 2a (esto es bastante difícil de realizar en la práctica). Como esta forma es la misma que la que tiene en el modo fundamental, cuando soltemos a la cuerda ésta oscilará en el modo fundamental. Si ahora, la forma inicial es la que se muestra en la Fig. 2c, la cuerda oscilará en su tercer modo cuando se la suelte. 

Pero, ¿qué ocurre si la forma inicial de la cuerda tiene la forma más realista que se muestra en la Fig. 3 , que se obtiene cuando a la cuerda se la estira de su punto medio. Se puede demostrar que cualquier forma inicial de la cuerda puede ser reproducida (con un grado de exactitud arbitrario) por una superposición de formas geométricas que se corresponden con la de los modos normales de oscilación de la cuerda. Cada uno de los modos participa con una cierta amplitud y fase en esta superposición. 

Los detalles matemáticos de esta demostración se discutirán en el curso de Análisis Matemático. Acá nos vamos a limitar a analizar la física que está detrás de estos enunciados matemáticos.

Se puede demostrar que la deformación triangular inicial de la Fig. 3 puede escribirse así:
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Observemos que la forma inicial que tiene la cuerda se puede expresar como una superposición lineal de formas que se corresponden con sus modos normales de oscilación. Cada modo participa con una amplitud y fase diferente. Como consecuencia de la simetría de la forma inicial, en esta superposición, participan solamente los modos impares.
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Figura 4.

 Gráfica de los tres primeros términos

 

de la serie 5.

 

 

En la Fig. 4 se muestran por separado los tres primeros términos no nulos de la serie (5) y en la Fig. 5, en trazo lleno, la suma de estos tres términos y en líneas punteadas la forma triangular inicial. En estas Fig.s la escala vertical está ampliada con respecto a la de la Fig. 3  para poder observar las pequeñas amplitudes de los modos superiores. Observar que, salvo en el vértice, la aproximación es excelente.
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Figura 3

. Forma inicial de la cuerda.

 

 

Una vez que se suelte la cuerda cada uno de los modos que participan para dar la forma inicial de la cuerda se pone a oscilar en su propia manera con su propia frecuencia característica y amplitud. En el transcurso del tiempo, la forma instantánea de la cuerda cambia periódicamente en una forma complicada, pero cada vez que transcurre un tiempo igual al período  T = 1/f1  de la fundamental, todas las componentes se encuentran en la misma relación que el comienzo, y la cuerda vuelve a tomar la misma forma que al comienzo. 

Espectro de oscilación. La intensidad relativa con que intervienen cada uno de los modos normales de oscilación se denomina espectro de oscilación. El módulo de los coeficientes  An  es una medida del grado de participación del modo de orden  n. la representación gráfica de 
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 en función del número  n (o en función de  fn) constituye lo que se llama el espectro de oscilación de la cuerda. El espectro de oscilación depende exclusivamente de la forma en que la cuerda ha sido puesta en movimiento, esto es, de las condiciones iniciales. En otras palabras depende de la forma en que es excitada la cuerda.

Conclusión. Encontramos en esta sección que cualquier movimiento de la cuerda puede ser analizado suponiendo que es la suma de los movimientos de sus diferentes modos, con amplitudes y fases apropiadas.

La importancia de este principio se debe al hecho que cada modo es muy simple, se trata nada mas que de un movimiento armónico simple. Es cierto que el movimiento de una cuerda no es realmente muy complicado, pero hay otros sistema como el ala de un avión que sí tienen movimientos muy complicados. Sin embargo, aún para el ala de un aeroplano, se encuentra que hay ciertos formas de vibración (es decir modos) que tienen una frecuencia y otras vibraciones que tienen otras frecuencias. Si estos modos pueden encontrarse, entonces el movimiento completo  del ala de avión puede siempre ser analizado como una superposición de oscilaciones armónicas simples.
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